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基于信念传播的分布式最大权匹配算法

张源

（东南大学 移动通信国家重点实验室，江苏 南京 210096）

摘 要：针对目前已有的基于信念传播的分布式算法在处理一般图时会出现振荡与不确定现象，导致无法收敛或

收敛至不正确解这些方面的不足，分析了其中的振荡现象并改进了相邻边交换消息的计算公式，以及对其中的不

确定现象并提出了一种新的处理方法，以消除不确定性，从而形成了一种改进的基于信念传播的分布式最大权匹

配算法。仿真结果表明，改进算法具有接近于最优解的良好性能。
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Abstract: The existing belief propagation based distributed MWM algorithm might have oscillating and uncertain

phenomenon, which could result in the solving procedure not convergence or not converging to the correct solution. A

new distributed MWM algorithm was proposed to fix the oscillating and uncertain phenomenon, in which the message

calculation equations were modified. Simulation results show that the proposed algorithm outperforms existing

algorithms and approaches the optimal performance.
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1 引言

考虑一个一般的无向图 G=(V, E)，其中 V 代表

所有节点的集合，E 代表所有边的集合。考虑 E 的

某个子集，如果其中任意 2 条边都没有交点，则称

该子集为图G的一个匹配（match）。假设每条边 e∈E

都被赋予一个正权重 we，则本文研究最大权匹配

（MWM）问题，即寻找具有最大权重和的匹配。

在形式上，MWM 问题可以描述为下列二值线性整

数规划问题：
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其中，xe=1 或 0 分别代表边 e 是或不是匹配的边，

N(i)是所有与节点 i 相连的边构成的集合。

最大权匹配问题是一个非常基本的数学问题[1]，

并且能被用于解决大量实际问题。在无线网络领域

中，有各种无线资源分配与调度问题，其核心就是

寻找给定图的最大权匹配如文献[2,3]。因此，高效
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的 MWM 算法，对于解决无线网络中的资源调配问

题是非常重要的。事实上，在图论、组合优化等数

学领域中针对该问题的研究已经相当充分与完整，

并已提出了大量算法[4,5]。然而，这些算法都是中心

式的，即需要有某个中心节点知道整个图的全局信

息。在无线网络中，一般来说是不存在这种能掌握

全局信息的中心节点的，而必须采用能够分布式执

行的最大权匹配算法。因此，这些算法是无法直接

应用于无线网络中。

在文献[6,7]中，已经提出了几种分布式 MWM

算法。这些算法都是基于贪婪（greedy）原则，非

常简单，其找出的匹配质量一般较低（本文第 4 节

中的仿真结果也说明了这一点）。近年来，又出现

了一类全新的基于信念传播（belief propagation）的

方法。该方法来自人工智能与机器学习领域，并且

已被成功应用于信道编码问题[8]。文献[9,10]将该方

法应用于 MWM 问题，并提出了一类基于信念传播

的分布式 MWM 算法。该算法内容如下：首先，该

算法以迭代方式运行。在每次迭代过程中，每条边

f=(k,i)向邻边 e=(i,j)发送消息 mf→e，其计算公式为
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h N k f
m w m→ →∈ ＋
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其中，符号(x)+代表取 x 与 0 中的大者。根据所有接

收到的消息，每条边 e 计算度量。
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根据该度量，每条边 e 进行如下判断
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其中，问号代表不确定情形。下文将称该算法为

MWM 问题的 BP 算法。文献[9,10]已证明该算法当

图 G 为二分图（bipartite）时等价于拍卖（auction）

算法[11]，并且当 MWM 唯一时保证收敛至最优解。

然而，当图 G 是一般含圈图时，则只证明了当式(1)

的松弛线性规划没有分数解时才能收敛至最优解。

值得一提的是，针对最大权独立子集（MWIS）问

题的类似算法在文献[12]中也得到了研究。

2 BP 算法

本文主要分析 BP 算法的不足，揭示其产生的

原因，然后针对这些不足对原有 BP 算法进行改进。

本节提及的各命题及证明统一在第 3 节中给出。事

实上，BP 算法主要存在两方面的不足。首先，BP

算法非常容易出现振荡现象，从而导致不收敛。为

此，引入了信念传播圈的概念，并且在引理 1 中给

予证明，式(2)更新消息时，如果图中存在信念传播

圈，那么该圈中相邻边间的消息有可能在二值间振

荡取值。这就是 BP 算法中的振荡现象。第 4 节中

的仿真结果也展现了这一点。为了消除振荡，建议

修改式(2)中的消息计算公式为

（ ）( )\
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从而得到一个改进的 BP 算法。进一步地，在

定理 1 中证明了，如果根据式(5)更新消息，则可以

消除振荡问题。

除了振荡现象，BP 算法还可能出现所谓不确

定现象。该现象的起因是，当边 e 根据式(4)进行判

决时，如果 be=0，应该如何处理？如果判决 xe=1，

则最终解可能不正确，即出现匹配边相邻的情形；

如果判决为 xe=0，则最终解可能不是最优的。这就

是 BP 算法中的不确定现象。文献[9,10]中并没有研

究这一问题。本文首先在引理 4 中证明，如果 be>0，

所有与 e 相邻的边 f 都有 bf<0，不会出现 bf=0 的情

形。接下来，在引理 5 中证明，如果 be=0，则所有

与 e 相邻的边 f 都有 bf≤0，并且边 e 每侧有且仅有

一条边的度量为 0，即不确定。综合这 2 条引理，

可以说明，在图中所有的不确定边一定构成一个

圈。在定义 3 中称这样的圈为不确定圈。在引理 7

中证明，在不确定圈上执行信念传播算法，仍然得

到不确定圈。因此，BP 算法是不适用于不确定圈

的，必须采用新方法处理不确定情形。根据引理 8，

建议采用下列简单的方法。如果边 e 发现自己是不

确定的，即 be=0，则边 e 要沿着不确定圈发送探针

（probe），分别将所有奇数边与偶数边的权重和保

存在不同的变量中，即
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然后返回边 e，其中，边 1 为边 e，边 2 为边 e 顺时

针一侧的邻边，依次类推。假设不确定圈包括 n 条

边。如果 n=2k，则根据下式进行判决
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如果 n=2k+1，则需要进一步计算
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其中，w2k+1是边 e 逆时针一侧的邻边的权重，然后

根据下式进行判决
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综上，BP 算法主要在振荡与不确定 2 个方面

存在不足。针对这些不足，改进 BP 算法将主要包

括如下 2 个阶段。在第 1 阶段，相邻边之间根据

式(5)交换消息直至收敛。在第 2 阶段，每条边根

据式(3)计算度量，如果 be>0 则判决 xe=1，如果

be<0 则判决 xe=0，如果 be=0，则根据式(7)或式(9)

进行判决。最后，在定理 2 中证明了该改进算法

是正确的。计算机仿真实验结果表明，该改进算

法可以显著提高信念传播类算法在一般图中寻找

最大权匹配的能力，具体内容将在第 4 节中给出。

3 算法分析

定义 1 考虑任意边 f=(k,i)，如果

*
( )\

max h f h f
h N k f

m m→ →∈
＝

则称 h*为 f 在节点 k 侧的下游边。

定义 2 考虑图 1 中所示的一组边 1，2，…，

n，n+1，并且边 k+1 是边 k 的下游边（1≤k≤n），

如果 n+1=1，则称这 n 条边构成一个信念传播圈；

如果 n+1=∅，则边 n 一定位于图的边缘，并称这 n

条边构成一条信念传播路径。

图 1 信念传播圈与路径

引理 1 给定信念传播圈包括 n 条边，如果 n

为奇数，则其中任意相邻边间消息的取值有可能不

收敛，并且是在 2 个数值之间振荡取值。

证明 考虑信念传播圈中的任意一条消息

m1→n。根据定义 2，则该消息的计算公式为

1 1 2 1( ( ( ( ) ) ) )n n nm w w w m→ → ＋ ＋ ＋ ＋＝ － － － －… …

定义函数

1 2( ) ( ( ( ( ) ) ) )n ny x w w w x ＋ ＋ ＋ ＋＝ － － － －… …

可以通过归纳法证明，当 n为奇数时，函数 yn(x)

的形状必为图 2(a)～图 2(d)、图 2(e)和图 2(j)中之一；

当 n 为偶数时，函数 yn(x)的形状必为图 2(f)～图 2(i)、

图 2(e)和图 2(j)中之一。

证明如下：当 n=1 时，y1(x)=(w1—x)+，其形状

为图 2(a)中所示；当 n=2 时，y2(x)=(w1—(w2—x)+)+

=(w1—y1(x))+，当 w1>w2时，其形状为图 2(g)中所示；

当 w1=w2时，其形状为图 2(f)中所示；当 w1<w2时，

其形状为图 2(h)中所示。假设 n=k 时命题成立。当

n=k+1 时，yk+1(x)=(w1—yk(x))+。如果 k 为奇数，如果

yk(x)的形状为图 2(a)中所示，依据 w1与 yk(x)大小关

系的不同，yk+1(x)的形状为图 2(f)～图 2(h)中所示之一；

如果 yk(x)的形状为图 2(b)中所示，则 yk+1(x)的形状为

图 2(e)～图 2(h)中所示之一；如果 yk(x)的形状为图 2(c)

中所示，则 yk+1(x)的形状为图 2(e)～图 2(h)和图 2(i)中

所示之一；如果 yk(x)的形状为图 2(d)中所示，则 yk+1(x)

的形状为图2(e)～图2(h)和图2(i)中所示之一；如果yk(x)

的形状为图 2(e)中所示，则 yk+1(x)的形状为图 2(j)中所

示；如果 yk(x)的形状为图 2(j)中所示，则 yk+1(x)的形

状为图 2(e)和图 2(j)中所示之一。如果 k 为偶数，推

导过程是类似的。从而命题得证。

消息 m1→n 的取值就是方程 x=yn(x)的解。具体

来说，就是根据 xt+1=yn(xt)的迭代方程确定 m1→n 取

值，其中上标代表迭代次数。分 3 种情形分析如下。

1) 当 n 为偶数时，yn(x)的形状为图 2(e)～图 2(j)

中之一，该迭代过程一定收敛。

2) 当 n 为奇数时，如果 yn(x)的形状为图 2(e)和图

2(j)中之一，或者 yn(x)的形状为图 2(a)～图 2(d)中之一，

即其中包含有一段斜率为负 1 的斜线段，但方程 x=

图 2 消息计算模式
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yn(x)的解不在该斜线段上，则该迭代过程一定收敛。

3) 当 n 为奇数时，如果 yn(x)的形状为图 2(a)～

图 2(d)中之一，且方程 x=yn(x)的解就落在其中的斜

线段上，则可以证明该迭代过程不收敛，且 m1→n

在 2 个数值之间振荡取值。记斜线段的自变量范围

为 a≤x≤b，方程 x=yn(x)的解为 x*。假设迭代从某

x0（ a≤ x0<x* ≤ b）开始，则 x1=yn(x0)=2x*—x0，

x2=yn(x1)=x0 等。这样，m1→n 将在 x0 与 x1 之间振荡

取值。类似地，如果迭代从某 x0（a≤x*<x0≤b）开

始，m1→n也将在 2 个数值之间振荡取值。

综上，当 n 为奇数时，信念传播圈中消息计算

过程可能不收敛。如果不收敛，则消息将在 2 个数

之间振荡取值。证毕。

引理 2 给定信念传播路径，其中任意相邻边

间消息的取值一定收敛。

证明 假设信念传播路径包括 n 条边，考虑其

中任意一条消息 me→e—1。根据定义 2，该消息的计

算公式为

1 1( ( ( ( ) ) ) )e e e e nm w w w→ － ＋ ＋ ＋ ＋ ＋＝ － － －… …

该计算过程是确定的，因此一定是收敛的。所

以，信念传播路径中相邻边间消息计算的过程都是

收敛的。证毕。

定理 1 如果根据式(5)计算消息，给定信念传播

圈，其中任意相邻边间消息的取值一定是收敛的。

证明 假设信念传播圈包括 n 条边，并考虑其

中消息 m1→n。根据式(5)更新消息，其取值将通过

xt+1=[xt+yn(xt)]/2 的迭代方程确定。根据引理 1 的证

明，分 3 种情形，分析如下。

1) 当 n 为偶数时，yn(x)的形状为图 2(e)～图 2(j)

中之一，则|xt+1—x*|=|xt—x*|/2，迭代过程是收敛的。

2) 当 n 为奇数时，如果 yn(x)的形状为图 2(e)～

图 2(j)中之一，或者 yn(x)的形状为图 2(a)～图 2(d)

中之一，且方程 x=yn(x)的解不在斜线段上，则类似

可知迭代过程收敛。

3) 当 n 为奇数时，如果 yn(x)的形状为图 2(a)～图

2(d)中之一，且方程 x=yn(x)的解就落在其中斜线段上，

则 xt+1=[xt+2x*—xt]/2=x*，迭代过程是收敛的。证毕。

引理 3 考虑与边 f=(k,i)一侧相邻的任意 2 条

边 e=(i,j)与 h=(i,l)，则 mf→e=mf→h。

证明 根据消息的定义可得。证毕。

引理 4 如果边 e 的度量 be>0，则所有与 e 相

邻的边 f 都有 bf<0。

证明 根据条件，be=we—mf*→e—mg*→e>0，其中

f*与 g*是分别从两端与 e 相邻且消息取值最大的

边，如图 3 所示。考虑边 e 的任一相邻边 f，则

bf=wf—mh*→f—me*→f，其中，h*与 e*是分别与 f 相邻

且消息取值最大的边。根据消息计算公式

we—mg*→e=me→f，有 be=me→f—mf*→e>0，即 me→f >mf*→e。

再根据 e*的含义，则有 me*→f≥me→f >mf*→e。另一方

面，考虑 bf，根据消息计算公式 wf—mh*→f=mf→e，有

bf=mf→e—me*→f 。 将 me*→f>mf*→e 代 入 ， 则 有

bf<mf→e—mf*→e，再根据 f*的含义，则有 mf→e≤mf*→e，

从而得到 bf<0。证毕。

图 3 引理 4 的证明

引理 5 如果边 e 的度量 be=0，则所有与 e 相邻

的边 f 都有 bf≤0；进一步地，如果假设每条边的下游

边是唯一的，则边 e 每侧有且仅有一条边的度量为 0。

证明 如图 4 所示，be=we—mf*→e—mg*→e=0，其

中 f*与 g*是分别从两端与 e相邻且消息取值最大的

边。由于 we—mg*→e=me→f，则 be=me→f*—mf*→e=0，即

me→f=mf*→e 。 考 虑 边 e 的 任 一 相 邻 边 f ， 则

bf=wf—mh*→f—me*→f，其中，h*与 e*是分别与 f 相邻

且消息取值最大的边。由于 wf—mh*→f=mf→e，再考虑

到 e*与 f*的含义，则有 bf=mf→e—me*→f≤mf*→e—me*→

f= me→f—me*→f≤0。接下来考虑该引理中的第 2 部分，

以边 e 的 i 节点一侧为例。考虑边 f*，其度量为 bf*=

wf*—mh*→f*—me*→f*，其中，h*与 e*是分别与 f*相邻

且消息取值最大的边。由于 wf*—mh*→f*=mf*→e，则有

bf*=mf*→e—me*→f*。可以证明 e*=e。根据 f*的含义可

知 mf*→e≥me*→e，根据 be=0 可知 me→f*=mf*→e，因此

有 me→f*=mf*→e≥me*→e=me*→f*。再根据 e*的含义可

知 me*→f*≥me→f*，从而有 me*→f*=me→f*。由于假设边

f*的下游边是唯一的，则有 e*=e。这样，可以得到

bf*=mf*→e—me→f*=0，并且是唯一的。证毕。

图 4 引理 5 的证明

定义 3 由所有度量为零的边构成的圈为不确

定圈。
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引理 6 不确定圈一定是信念传播圈。

证明 在不确定圈上，根据引理 5 的证明，其

中任意 2 条相邻边都互为下游边，从而符合信念传

播圈的定义。证毕。

引理 7 在不确定圈上执行信念传播算法，仍

然得到不确定圈。

证明 在不确定圈上，根据引理 5 的证明，其

中任意 2 条相邻边都互为下游边。因此，不论是在

原图中还是单独在不确定圈上，所执行的性能传播

算法是完全相同的，从而仍然得到不确定圈。证毕。

引理 8 假设不确定圈包括 n 条边，记为 1，2，…，

n。如果 n 为偶数，即 n=2k，则最大权匹配的权和为

max(w1+w3+…+w2k—1, w2+w4+…+w2k)；如果 n 为奇数，

即 n=2k+1，则最大权匹配的权和为 max(w1+w3+…

+w2k—1, w3+w5+…+w2k+1, w2+w4+…+w2k)。

证明 在不确定圈中，可能的匹配方案就是依

次选择边。具体分析如下。如果 n 是偶数，则有 2

种选择，即 x2i=1（1≤i≤k），相应的权和为 w1+w3+…

+w2k—1；或者 x2i—1=1（1≤ i≤k），相应的权和为

w2+w4+ … +w2k 。因此，最大权匹配的权和为

max(w1+w3+…+w2k—1, w2+w4+…+w2k)。如果 n 是奇

数，则有 3 种选择，即 x1=x3=…=x2k—1=1，相应的权

和为 w1+w3+…+w2k—1；或者 x2=x4=…=x2k=1，相应

的权和为 w2+w4+…+w2k；或者 x3=x5=…=x2k+1=1，

相应的权和为 w3+w5+…+w2k+1。因此，最大权匹配

的权和为 max(w1+w3+… +w2k—1, w3+w5+… +w2k+1,

w2+w4+…+w2k)。证毕。

定理 2 在改进算法执行过程中，所有得到的

解都是满足匹配要求的。

证明 需要证明的是，迭代算法的每次输出一

定满足匹配要求，即所有被选中的边都是不相邻

的。在改进算法中，一条边被选中有 2 种可能。1）

该边不是不确定的。在这种情况下，根据引理 4 可

知，所有与该边相邻的边的度量都将严格的小于

零，是一定不会被选中的，从而保证了正确性。2）

该边是不确定的。在这种情况下，根据引理 5 可知，

所有与该边相邻的边的度量或者严格小于零，或

者也是不确定的。考虑与该边相邻的不确定边。

由于改进算法中采用式(7)或式(9)处理不确定情

形，并能达到引理 8 中给出的权和性能，位于同

一不确定圈上的不确定边一定是交替成为匹配边

的，因此被选中的边一定都是不相邻的，从而保

证了正确性。证毕。

4 仿真

首先考虑比较小型的含圈图，有 4 个节点，并

且任意 2 个节点间都有边相连，即一个 4 阶完全图

（complete graph）。图中每条边都随机产生一个 0～1

之间的正实数作为权重，然后分别运行 BP 算法与改

进的 BP 算法，并记录下每 2 条相邻边之间发送消息

的迭代计算过程。图 5 中给出了一次典型的运行结

果，从实验结果可以看出，BP 算法采用式(2)计算消

息，消息的取值出现了明显的振荡现象，而改进的

BP 算法由于采用式(5)计算消息，其消息的计算过程

是收敛的，从而解决了这一问题。进一步地，统计

了每种仿真场景下所有 1 000 次仿真的收敛情况，

BP 算法与改进的 BP 算法都有可能出现不收敛，其

中 BP 算法有 286 次不收敛，而改进的 BP 算法只有

42 次不收敛，明显优于 BP 算法。综合该组仿真结

果可以知道，改进 BP 算法算法虽然未能完全解决一

般图情形下不收敛的问题，但与 BP 算法相比已经有

了非常明显的改善。因此，该组仿真结果表明，改

进 BP 算法的收敛性能明显优于 BP 算法。

接下来研究改进算法的性能。仿真场景如下。

假设在 1km×1km 的正方形区域内随机分布若干节

点，其中，如果任意 2 个节点之间距离小于某一门

限值，则令这 2 个节点间有边相连，并且每条边都

随机产生一个 0～1 之间的正实数作为权重，这样就

可以得到一个随机的加权图。在仿真中假设门限值

为 0.4km。针对给定图，将分别运行 3 种不同的分

布式 MWM 算法。第 1 种算法是文献[6]中的基于贪

婪的分布式 MWM 算法；第 2 种算法是文献[9,10]

中的 BP 算法；第 3 种算法就是本文提出的改进 BP

算法。另外，还将通过求解优化模型(1)来计算给定

图中的最大权匹配，作为分布式算法性能的上限。

值得说明的是，对传统 BP 算法来说，由于传统 BP

算法由于振荡与不确定问题，很可能不收敛，最终

输出结果很可能是不匹配的，从而导致经常得到超

过最优解的性能。因此本文是搜集了所有 BP 算法

输出正确匹配的结果（如图 6 所示）。

在仿真中分别假设节点总数在 10～30 间取值。

在不同的节点总数下，随机生成 100 组不同的节点

分布并得到相应的图，对每张图分别运行前述 2 种

分布式 MWM 算法及最优化方法，然后把 100 次仿

真的结果平均起来作为该节点总数下的仿真结果。

从图 6 中可以看出，本文所提出的改进算法的性能
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与最优化方法几乎是相同的，与传统的 BP 算法或贪

婪算法相比性能改进是显著的。这组仿真结果充分

说明本文所提出的改进 BP 算法在性能上的优越性。

图 5 消息的迭代计算过程

图 6 分布式匹配算法性能比较

5 结束语

本文研究了一般图的最大权匹配的分布式算

法。以基于信念传播的分布式算法为基础，分析了

原有算法的振荡问题并提出一种改进的相邻节点间

交换消息的方法，分析了原有算法中的不确定问题，

并提出了一种新的处理方法以保证算法的正确性，

从而得到一种新的改进算法。仿真结果表明，与已

有算法相比，改进算法可以收敛至与最优解非常接

近的程度，这种算法具有更好的收敛与权重和性能。
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